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1 问题的引入

无论是在理论研究还是在工程应用中，Duffing 方程都具有广泛的应用。数学、力学、
电学领域的学者都对 Duffing方程进行了深入的研究。本节简要介绍了具有 Duffing型刚度
的一维弹簧质量块模型、伪二维 Jeffcott 转子模型以引出 Duffing 方程。

1.1 一维弹簧质量块模型

𝑚𝑚1

c�̇�𝑥, 𝑘𝑘 𝑥𝑥 +𝜀𝜀𝑥𝑥3 𝐹𝐹 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴(ω𝑡𝑡 + 𝜃𝜃)

图 1: 具有 Duffing 型刚度和粘性阻尼的一维弹簧质量块模型

图.1 是具有 Duffing 型刚度和粘性阻尼的一维弹簧质量块模型，其无量纲形式的动力
学微分方程为：

ẍ+ 2ζω0ẋ+ ω0
2
(
x+ εx3

)
= Aω0

2 cos (ωt+ θ) (1)

其中 ξ 为阻尼比；ω0 为系统固有频率；ε 为小参数，描述系统非线性支持力；A 为系统激
励幅值。

1.2 伪二维 Jeffcott 转子模型

𝑎𝑎 𝑎𝑎

𝑥𝑥
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图 2: 具有 Duffing 型支撑刚度的 Jeffcott 模型
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图.2是具有 Duffing型支撑刚度的 Jeffcott模型，转轴与转盘固连，两端由铰支座提供
支撑；假设系统受到简谐激励；将转轴提供的支撑刚度和阻尼简化为 xoy 面的面内刚度和
阻尼，同时将支撑部分由金属橡胶减震片导致的非线性支承刚度也简化在转盘的面内，可
以得到系统的动力学微分方程如下：

ẍ+ 2ζω0ẋ+ ω0
2 (x+ εx3) = Bω0

2 cos (ωt+ θ)

ÿ + 2ζω0ẏ + ω0
2 (y + εy3) = Bω0

2 sin (ωt+ θ)
(2)

其中 ξ 为阻尼比；ω0 为系统固有频率；ε 为小参数，描述系统非线性支持力；B 为系统激
励幅值。此时的激振力来自于转盘自身：因加工误差的存在转盘的质心和形心不重合，在
转动时就会产生一个绕转动轴的激振力。

2 求解方法

2.1 近似求解方法——谐波平衡法

各种近似方法中，谐波平衡法是使用最为简便的，并且应用范围不仅限弱非线性系统。
该方法的基本思想是：将激励项与方程的解展开为傅里叶级数。为了保证系统惯性力、作
用力的各阶谐波分量相平衡，必须令动力学方程两端同阶谐波的系数相等，进而得到包含
未知系数的代数方程组，解该方程即可确定待定的傅里级数的系数。

讨论如下普遍形式的非线性系统受迫振动：

ẍ+ f (x, ẋ) = F (t) (3)

设 F (t) 为偶函数，且不含常值分量。当实验测得系统的周期为 T = 2π
ω
，可将 F (t) 展

开为周期为 T 的傅里叶级数：

F (t) =
∞∑
n=1

fn cos (nωt) (4)

fn =
1

T

∫ T
2

−T
2

F (t) cos (nωt)  dt (n = 1, 2, · · · ) (5)

同时，估计方程的解也以频率 ω 周期变化，也可展开为傅里叶级数：

x (t) = A0 + Σ [An cos (nωt) + Bn sin (nωt)] (6)

将已展开为傅里叶级数的激励项 F (t) 和响应 x(t) 代入动力学微分方程式。函数 f(x, ẋ) 中
包含了非线性项、阻尼项，通常是 x, ẋ 的多项式，对于非线性项，将解的形式带入该项后，
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通常能利用三角公式化为各阶一次谐波的形式。接着令等式两边各阶谐波前的系数相等，得
到包含未知系数的无穷维代数方程组。

通过合理预先假定谐波的个数，即可从有限的代数方程中解出待定系数，进而确定各
阶谐波的振幅与频率之间的关系。当傅里叶级数收敛时，谐波频率越高，振幅越小，所以
可以用有限项代替无穷级数。

2.2 数值求解方法——龙格库塔方法

龙格库塔 (Runge-Kutta) 方法，简称 R-K 方法，由求解常微分方程的欧拉方法发展而
来，具体的推导方法参考任意一本数值分析教科书。

这里给出最经典的一个四阶龙格库塔公式，以求解动力学微分方程 ẏ = f(x, y)：

yn+1 = yn +
h

6
(K1 + 2K2 + 2K3 +K4) (7)

K1 = f (xn, yn)

K2 = f
(
xn +

h
2
, yn +

h
2
K1

)
K3 = f

(
xn +

h
2
, yn +

h
2
K2

)
K4 = f (xn + h, yn + hK3)

(8)

上述公式是求解一阶常微分方程组的龙格库塔公式，但动力学微分方程一般为二阶，并
且常以方程组的形式出现。所以在求解时，一般对高阶常微分方程进行降阶，得到对应的
一阶常微分方程组。降阶方法参考各种网站、教科书，非常简单。
如果不想降阶，就想有个公式直接求解二阶动力学微分方程组怎么办？想偷懒的同学

可以使用以下龙格库塔公式，以求解二阶微分方程组。
设待求解的二阶微分方程组为：

y′′1 = f1 (x, y1, y2, · · · yN , y′1, y′2, · · · y′N)
y′′2 = f2 (x, y1, y2, · · · yN , y′1, y′2, · · · y′N)

 ...
y′′N = fN (x, y1, y2, · · · yN , y′1, y′2, · · · y′N)

(9)

相应的龙格库塔公式为：

yn+1,1 (i) = yn,1 (i) +
h
6
(K11 (i) + 2K21 (i) + 2K31 (i) +K41 (i))

yn+1,2 (i) = yn,2 (i) +
h
6
(K21 (i) + 2K22 (i) + 2K23 (i) +K24 (i))

(10)

其中 yn+1,1 (i) 和 yn+1,2 (i) 分别代表求解到第 n+1 步的 yi 和 y′i，i 为因变量 y 的序号，共
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有 N 个因变量。式中：

K11 (i) = yn，2 (i)

K12 (i) = fi (xn, yn，1 (1) , yn，1 (2) , · · · , yn，1 (N) ,   yn，2 (1) , yn，2 (2) , · · · , yn，2 (N))

K21 (i) = yn，2 (i) +
h
2
K12 (i)

K22 (i) = fi
(
xn +

h
2
, yn，1 (1) +

h
2
K11 (1) , yn，1 (2) +

h
2
K11 (2) , · · · , yn，1 (N) + h

2
K11 (N) ,

                yn，2 (1) +
h
2
K12 (1) , yn，2 (2) +

h
2
K12 (2) , · · · , yn，2 (N) + h

2
K12 (N)

)
K31 (i) = yn，2 (i) +

h
2
K22 (i)

K32 (i) = fi
(
xn +

h
2
, yn，1 (1) +

h
2
K21 (1) , yn，1 (2) +

h
2
K21 (2) , · · · , yn，1 (N) + h

2
K21 (N) ,

                yn，2 (1) +
h
2
K22 (1) , yn，2 (2) +

h
2
K22 (2) , · · · , yn，2 (N) + h

2
K22 (N)

)
K41 (i) = yn，2 (i) +

h
2
K32 (i)

K42 (i) = fi
(
xn +

h
2
, yn，1 (1) + hK31 (1) , yn，1 (2) + hK31 (2) , · · · , yn，1 (N) + hK31 (N) ,

                yn，2 (1) +
h
2
K32 (1) , yn，2 (2) + hK32 (2) , · · · , yn，2 (N) + hK32 (N)

)
(11)

3 近似解析解

以 Jeffcott 模型为例，本节将给出 Duffing 方程的谐波解推导过程和相应的 Matlab 关
键代码。

3.1 谐波平衡解的推导

因为两个方向的振动相互独立，因此以 x 方向为例，推导系统的一阶近似解析解。
1. 根据激励的形式，假设解的形式为：

x = A cosωt (12)

将 式.12 代入系统动力学微分方程式.2 的第一式，并利用三角变换

cos3 α =
3 cosα + cos 3α

4
(13)

得到： [
A
(
1− s2

)
+

3

4
εA3

]
cosωt− (2ζsA) sinωt = B (cos θ cosωt− sin θ sinωt) (14)



3 近似解析解 6

上式省略了高次谐波，s = ω
ω0
表示频率比。令上式两边一次谐波的系数相等，得到：

A (1− s2) + 3
4
εA3 = B cos θ

2ζsA = B sin θ
(15)

从上式消去参数 θ ，导出幅频特性关系式：

A

B
=

1√(
1− s2 + 3

4
εA2

)2
+ (2ζS)2

(16)

2.假设解的形式为 x = A cosωt+A sinωt，按照相同的方法推导得出系统幅频关系式：

A

B
=

1√(
1− s2 + 3

2
εA2

)2
+ (2ζS)2

(17)

3.2 编程实现

根据 式.16，取小参数 ε = +0.04（硬弹簧）及 ε = −0.04（软弹簧），可以得到一阶近
似的幅频响应曲线。注意，本部分代码并不完整，只给出了关键代码，每一行关键代码都
有相关解释。

首先，定义并输入初始参数。

1 %Input i n i t i a l va lue
2 format long ; %d i sp l ay 15 - b i t p r e c i s i o n o f data with c l a s s - double
3 g l o b a l B e p s i l o n x i ;
4 syms s A ;
5 e p s i l o n =[0 0 .01 0 .02 0 .03 0 .04 ] ;
6 B=1;
7 x i=0.05 ;

第二步，进行求解。

1 %Solve Amplitude - Frequency o f Duf f ing Equation
2 s_star t =0; s_end=2. 5 ; s_int=0.025 ; s_number=(s_end - s_star t ) / s_int ;
3 s=l i n s p a c e ( s_start , s_end , s_number ) ;
4 s_Duffing_AF=ze ro s (3 , s_number∗ s i z e ( xi , 2 ) ) ;
5 f o r j =1: s i z e ( xi , 2 )
6 f o r i =1:( s_end - s_star t ) / s_int
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7 Duffing_AF = (B / ...
s q r t ( (1 - s ( i )^2+0 .75 ∗ e p s i l o n ∗A^2) ^2+(2∗ x i ( j ) ∗ s ( i ) ) ^2) ) -A;

8 %vpa ( ) can get the numir i ca l r oo t s o f equat ion so lved by s o l v e ( ) ;
9 %double ( ) : s o l v e ( ) get the data with c l a s s ( )=sym , so us ing ...

double ( ) to t r a n s f e r the c l a s s o f data
10 Duffing_AF=double ( vpa ( s o l v e ( Duffing_AF ,A) ) ) ;% s l o v e
11 Duffing_AF=Duffing_AF ( abs ( imag ( Duffing_AF ) )<eps ( Duffing_AF ) ) ;
12 %abs ( imag (? )<eps ( ? ) ) d e l e t e imaginary number
13 Duffing_AF=r e a l ( Duffing_AF ( Duffing_AF>0) ) ;% f i n d the data which ...

are g r e a t e r than 0 , and in su r e the c l a s s o f data i s double
14 i f s i z e ( Duffing_AF , 1 )==1
15 s_Duffing_AF (1 , i+s_number∗( j - 1 ) )=Duffing_AF ; ...

%i+s_number∗( j - 1 ) : s t o r i n g r e s u l t with d i f f e r e n t ' xi ' ...
in one matrix

16 e l s e i f s i z e ( Duffing_AF , 1 )==2
17 s_Duffing_AF ( 1 : 2 , i+s_number∗( j - 1 ) )=Duffing_AF ;
18 e l s e
19 s_Duffing_AF ( 1 : 3 , i+s_number∗( j - 1 ) )=Duffing_AF ;
20 end
21 end
22 end

第三步，绘图。

1 %a.Find zero point , then d e l e t e i t . b .Po l t
2 a=f i n d ( s_Duffing_AF==0) ;
3 s_Duffing_AF ( a )=NaN;
4 i =0; j =0;
5 c_color=colormap ( copper ( s i z e ( xi , 2 ) ) ) ; sz = 10 ;%c o l o r and s z i e o f dot t s
6 f o r i =1: s i z e ( xi , 2 )
7 f o r j =1: s i z e ( s_Duffing_AF , 1 )
8 s c a t t e r ( s , s_Duffing_AF ( j ,1+s_number∗( i - 1 ) : s_number∗ i ) , sz , ...

c_color ( i , : ) , ' f i l l e d ' ) ;
9 hold on

10 end
11 end
12 hold o f f
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3.3 结果分析

图.3和图.4给出了以 ζ 为参数的幅频响应曲线族。可以看出非线性系统的受迫振动有与
线性系统类似的幅频曲线，不过支撑曲线族的骨架不是直线，而是朝频率增大方向 (ε > 0)

或减小方向 (ε < 0) 弯曲，从而使整个曲线族朝一侧倾斜。

图 3: 以 ζ 为参数的幅频特性曲线族 (ε = +0.04)

从图.3中可以看出，当阻尼比趋近于 1 时，系统在频域上是稳定的，一个频率唯一对
应一个幅值。改变系统固有参数后（增大阻尼比），系统在某一区间出现分岔现象，阻尼比
ζ = 0.05 且频率比在区间 s ∈ (1.25, 1.5) 时每个频率对应 3 个幅值，即系统出现不稳定运
动。同样的现象也出现在图.4中。具有软弹簧特性的转子系统以较低的频率运行时，系统也
极有可能出现不稳定的运动状态。当阻尼比为 ζ = 0.05 ，同时改变非线性参数 ε ，可以得
到以 ε 为参数的系统幅频特性曲线，如图.5所示。
当非线性参数 ε = 0 时，系统简化为线性系统，逐渐增大 ε 系统出现分岔现象的区间

逐渐增大，意味着不稳定区域逐渐增大。同时幅频曲线的出现峰值时的频率逐渐推后，幅
值也相应的有所下降。

不改变其他参数，根据式.17计算系统的幅频特性曲线，可以看出曲线没有较大的改变。
在阻尼比 ζ = 0.05 的情况下，对比不同解的形式下求解得到的系统的幅频曲线的变化，如
图 16(b) 所示。可以看出当 x = A cosωt + A sinωt 时求解得到系统的幅频曲线向左弯曲，
在不稳定段以及靠近一阶共振频率时两者差别明显，在稳定段幅频特性几乎一致。
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图 4: 以 ζ 为参数的幅频特性曲线族 (ε = +0.04)

图 5: 以 ε 为参数的幅频特性曲线族 (ζ = 0.05)
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图 6: 两种解的形式求解结果对比

4 数值解

4.1 编程实现

前期工作 1：定义 Duffing 方程函数 .m 文件。

1 %Save the Duf f ing equat ion
2 f unc t i on dy=Duf f ing ( t , yn , y_n)
3

4 g l o b a l B e p s i l o n x i omicron0 omicron ;
5 dy=B∗omicron0 ^2∗ cos ( omicron∗ t ) - 2∗ x i ∗y_n - ...

omicron0 ^2∗(yn+e p s i l o n ∗yn^3) ;
6

7 end

前期工作 2：定义龙格库塔求解函数 .m 文件。

1 f unc t i on [ yn1 , y_n1 ] = RungeKutta ( fun , xn , yn , y_n , h ) %#ok<∗INUSD>
2 %{
3 This func t i on aims to s o l v e d i f f e r e n t i a l equat ion with two orde r s s tep
4 by s t e p .
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5 Input :
6 fun : the d i f f e r e n t i a l equation , fun i s column vecto r ; y ' '= fun (xn , yn , y_n)
7 xn : i n i t i a l va lue
8 yn : i n i t i a l va lue ; could be s i g a l or column vecto r ; y (n)
9 y_n : i n i t i a l va lue with one order ; could be s i g a l or column vecto r ; ...

y ' ( n )
10 h : s tep l ength
11 Output :
12 yn1 : y (n+1) , s tep l ength=h
13 y_n1 : y ' ( n+1) , s tep l ength=h
14 %}
15 i f narg in == 3
16 h = 1 ; %the d e f a u l t s tep s i z e i s 1
17 %input K11¬K24
18 k11 = y_n ;
19 k21 = fun (xn , yn , y_n) ;
20 k12 = y_n+h/2∗ k21 ;
21 k22 = fun ( xn+h/2 , yn+h/2∗k11 , y_n+h/2∗ k21 ) ;
22 k13 = y_n+h/2∗ k22 ;
23 k23 = fun ( xn+h/2 , yn+h/2∗k12 , y_n+h/2∗ k22 ) ;
24 k14 = y_n+h∗k23 ;
25 k24 = fun ( xn+h , yn+h∗k13 , y_n+h∗k23 ) ;
26 yn1 = yn + h/6∗( k11+ 2∗k12+ 2∗k13 +k14 ) ;
27 y_n1 = y_n + h/6∗( k21 +2∗k22 +2∗k23 +k24 ) ;
28

29 e l s e
30 %input K11¬K24
31 k11 = y_n ;
32 k21 = fun (xn , yn , y_n) ;
33 k12 = y_n+h/2∗ k21 ;
34 k22 = fun ( xn+h/2 , yn+h/2∗k11 , y_n+h/2∗ k21 ) ;
35 k13 = y_n+h/2∗ k22 ;
36 k23 = fun ( xn+h/2 , yn+h/2∗k12 , y_n+h/2∗ k22 ) ;
37 k14 = y_n+h∗k23 ;
38 k24 = fun ( xn+h , yn+h∗k13 , y_n+h∗k23 ) ;
39 yn1 = yn + h/6∗( k11+ 2∗k12+ 2∗k13 +k14 ) ;
40 y_n1 = y_n + h/6∗( k21 +2∗k22 +2∗k23 +k24 ) ;
41 end
42

43 end

首先，定义并初始化参数。
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1 g l o b a l omicron omicron0 x i e p s i l o n
2 omicron0 =1;
3 x i=0.05 ;
4 e p s i l o n=0.04 ;
5 %When np=400 and t_num=4000 , the runtime complet ing the whole program ...

i s 83 s ;
6 np=400;%c a l c u l a t i n g t imes about exc i t ed f requency
7 Omega1 = l i n s p a c e (0 ,2 .5 , np ) ;%Forward sweep
8 Omega2 = l i n s p a c e (2 .5 , 0 , np ) ;%Backward sweep
9 s_A1=ze ro s ( l ength (Omega1) ,1 ) ;%disp lacement

10 s_A2=ze ro s ( l ength (Omega2) ,1 ) ;%disp lacement
11 s_A1_1 = [ ] ; s_A2_1 = [ ] ;
12 t_star t =0; t_end=400; t_num=(t_end - t_star t ) ∗10 ;
13 s tep=(t_end - t_star t ) /t_num ;%c o n t r o l the accuracy
14 t=l i n s p a c e ( t_start , t_end , t_num) ;

第二步，正向扫频求解。

1 %Forward sweep
2 yn=0;y_n=0;
3 f o r i =1:1 : l ength (Omega1)
4 omicron=Omega1( i ) ;%Change the exc i t ed f requency
5 s_yn=ze ro s (t_num, 1 ) ; s_y_n=ze ro s (t_num, 1 ) ;%Pre - a l l o c a t e d memory
6

7 f o r j =1:1 : l ength ( t )
8 [ s_yn ( j , : ) , s_y_n( j , : ) ]=RungeKutta ( @Duffing , t ( j ) , yn , y_n , s tep ) ;
9 yn=s_yn ( j , : ) ; y_n=s_y_n( j , : ) ;

10 end
11 nn=length ( s_yn) ;
12 ynmax=max( s_yn(nn - round (nn/2) : nn ) ) ;
13 y_nmax=max( s_yn(nn - round (nn/2) : nn ) ) ;
14 s_A1( i )=ynmax ;%disp lacement
15 yn=ynmax ; y_n=y_nmax ;
16 end

第三步，反向扫频求解。

1 i =0; j =0;
2 yn=0;y_n=0;
3 f o r i =1:1 : l ength (Omega2)
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4 omicron=Omega2( i ) ;%Change the exc i t ed f requency
5 s_yn=ze ro s (t_num, 1 ) ; s_y_n=ze ro s (t_num, 1 ) ;%Pre - a l l o c a t e d memory
6

7 f o r j =1:1 : l ength ( t )
8 [ s_yn ( j , : ) , s_y_n( j , : ) ]=RungeKutta ( @Duffing , t ( j ) , yn , y_n , s tep ) ;
9 yn=s_yn ( j , : ) ; y_n=s_y_n( j , : ) ;

10 end
11 nn=length ( s_yn) ;
12 ynmax=max( s_yn(nn - round (nn/2) : nn ) ) ;
13 y_nmax=max( s_yn(nn - round (nn/2) : nn ) ) ;
14 s_A2( i )=ynmax ;%disp lacement
15 %yn=ynmax ; y_n=y_nmax ;
16 yn=0;y_n=0;
17 end

第四步，画图。

1 f i g u r e
2 p lo t (Omega1 , s_A1)
3 hold on
4 p lo t (Omega2 , s_A2)

4.2 结果分析

使用四阶龙格库塔公式求得不同频率下系统在时域下的响应，并在稳态段提取系统的
幅值，得到系统的幅频特性曲线。分别构造递增频率数列（正向扫频）和递减频率数列（反
向扫频），以第 i 次系统稳态响应位移和速度幅值作为第 i + 1 次计算时的系统初值，其中
i = 0 时取系统位移和速度为 0。
计算 B = 1, ζ = 0.05, ε = 0.04 时系统的幅频曲线，如图.7所示。其中红色线条代表正

向扫频结果，蓝色线条代表反向扫频结果。可以看出只有正向扫频可以得到幅频曲线极大
值点前一段的幅频特性，而不稳定段的下半部分只能通过反向扫频得到。但是极大值点左
端的一部分幅频特性并不能通过已有的数值方法计算得到。

对比数值解和一阶近似解析解, 可以看出当近似解析解的形式为 x = A cosωt 时，除去
幅频曲线极大值的左端部分区间，数值解和谐波平衡法得到的一阶近似解析解相同。但是，
当近似解析解的形式为 x = A cosωt+A sinωt 时，近似解析解的结果在不稳定段和一阶共
振频率附近并不准确。因此，使用谐波平衡法求解系统幅频特性曲线时，需要严格根据激
励的形式假设解的形式，并且可以得到足够精确的系统幅频特性表达式。
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图 7: 幅频特性曲线 (数值解, 设解为 x = A cosωt)

图 8: 幅频特性曲线 (数值解, 设解为 x = A cosωt+ A sinωt))
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